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Resumen.

Para la modelacion cinematica y dinamica de multicuerpos rigidos se han aplicado diversas
herramientas matematicas. Las matrices homogéneas y los niumeros complejos son algunas de las
mas utilizadas. Recientemente, las aplicaciones del algebra hipercompleja se han generalizado en el
estudio de los movimientos de robots y mecanismos, en especial el algebra de Quaterniones. En este
articulo se presenta una aplicacion del algebra hipercompleja en el modelado cinematico de
posicionamiento de un robot paralelo planar, tipo RRR. Se utiliza una rotacion variante descrita en el
espacio vectorial de numeros complejos y una rotacion usual definida en el espacio vectorial de
Quaterniones. Se desarrollaron los modelos del robot y se formularon los problemas cinematicos
inversos. Dichos modelos generan un sistema de 12 ecuaciones no lineales con 12 incognitas. Fue
usada una biblioteca del softwareMathematica, que sistematiza elmétodo de Newton-Rapshon, para
solucionar el problema inverso.Los resultados obtenidos muestran que los modelos logrados con la
rotacion variante del algebra de los numeros complejos son equivalentes a los generados con la
rotacion usual de Quaterniones. El uso del software Mathematica facilita la solucién de los sistemas de
ecuaciones y permite visualizar los resultados. Los modelos obtenidos en este trabajo pueden ser
utilizados para analizar y modelar los movimientos de sistemas mecatronicos, como es el caso de los
robots industriales.
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1. Introduccion.

La Mecatronica es una Ingenieria que integra tres campos principales del conocimiento: la
Mecanica, la Computacion y la Electronica [1]. Para desarrollar los productos y los procesos, la
Mecatrénica se auxilia de todas las tecnologias disponibles de sus tres campos primarios
incorporando conocimientos de los campos secundarios, tales como las matematicas, la manufactura,
la inteligencia artificial, la robética, entre otros. La Mecatrénica utiliza toda una metodologia de disefio,
en cuyos pasos resalta por su importancia, la simulacién computacional. Para que un simulador sea
representativo de la realidad, es necesario interrelacionar las Ciencias Fisicas con las Matematicas.

La Fisica proporciona las leyes y las teorias por medio de las cuales se interpreta un
fendbmeno y las Matematicas permiten disefiar un modelo que representa parte del fendmeno.
Posteriormente, una vez construido el modelo, se usa la computacién para generar un simulador que
permita, por un lado, probar la eficiencia del modelo y obtener datos ingenieriles y, por otro lado,
probar diferentes casos o eventos del fendbmeno en un ambiente computacional. Para el caso de la
Mecatrénica, la simulacion computacional puede usarse en cada subsistema que compone un
producto. Por ejemplo, para imitar los movimientos de un robot, o bien para simular la funcionalidad de
un subsistema electrénico [2].

Un producto mecatrénico clasico que se utiliza para diversas tareas industriales y didacticas
es el robot. Para disefiar un robot es necesario modelar sus movimientos y posteriormente simular en
un medio computacional dichos movimientos. Los modelos son generados usando herramientas
matematicas, como los numeros complejos o las matrices homogéneas, entre otras [3]. Otra
herramienta que se ha estado utilizando en la modelacién de robots es el algebra hipercompleja
parametrizada y sistematizada en el contexto del algebra moderna, particularmente al algebra de
Quaterniones [4] y los numeros complejos [5] (de hecho los Quaterniones son una generalizacion
formal de los nUmeros complejos).

Por otro lado, las herramientas matematicas son aplicadas en la modelacion de diferentes
tipos de robots. Un caso especial es el robot tipo paralelo. Este robot a diferencia de losrobots
antropomorfos tiene una alta rigidez y alta precision [6]. Sin embargo, los robots paralelos tienen un
area de trabajo muy delimitada y por su configuracion paralela generalmente suelen tener
complicaciones mecanicas. Otra diferencia importante en relacion con los robots paralelos es el hecho
de que la formulacion y la solucion del problema cinematico directo sonmassencillas en los robots
antropomorfos, y se complica en los robots paralelos [7]. Formalmente, un robot paralelo se define de
la manera siguiente [8]:

“Un robot paralelo es un mecanismo de cadena cerrada constituido por un érgano terminal de
“n” grados de libertad y una base fija unidos entre si por cadenas cinematicas independientes. Cada
cadena consta a lo mucho de dos segmentos articulados. La conexion entre los dos segmentos debe

ser por una junta de un grado de libertad. EI movimiento del mecanismo es efectuado por ‘n
actuadores simples, uno por cada cadena”.

Bajo este contexto, en este articulo se presenta la aplicaciondel algebra hipercompleja al
modelado de un robot paralelo plano de 3 GDL, tipo RRR. El robot es modelado con dos herramientas
matematicas, en primer lugar se usa el algebra de Quaterniones y en segundo lugar se usara una
rotacion variante definida y sistematizada en el espacio vectorial de nimeros complejos. El objetivo es
dejar modelos cinematicos de referencia para futuras aplicaciones de la mecatrénica en el campo de
la robdtica paralela. Fue utilizado el software Mathematica para programar y simular los movimientos
del robot en estudio. El algebra hipercompleja desarrollada en [4,5], ha sido utilizada para modelar el
robot paralelo usando la rotacion usual de nimeros complejos [9] y en [10] se modelaron 2 robots y
dos mecanismos utilizandoQuaterniones. En [11] se aplico la rotacion variante para modelar un robot
delta de 5 barras y un robot de dos grados de libertad de cadena abierta.
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2. Marco teorico.

En esta seccién se describen el algebra de Quaterniones y la rotacion variante definida en el
espacio vectorial de numeros complejos.

2.1 Algunas consideraciones sobre el algebra de Quaterniones.
De acuerdo con [4], sobre el conjunto en R* se definen dos operaciones binarias @ : R* x
KRR y®: R* x R*>R*. Esto es,

1) (a,b,c,d) ® (a,B,7,0) = (a+a, b+p, c+y, d+3) ; V (a,b,c,d), (a,B,7,8) R
2) (a,b,cd) ® (o.B,y,0) = (ac-bp-cy-ds, ap+ba+cd-dy, ay-bd+ca+dp, ad+by-cf+da), V
(a,b,c.d), (a,p,y,8) eR*

La operacion @ : R* x R* >R* es la suma usual en 9?4y es bien conocido que el conjunto (*}{4, @) es

un grupo aditivo conmutativo y que la terna (9{4, @,®) es un cuerpo no conmutativo. Por otro lado, la

operacion e : R x R*>R* definida por: ae (a,b,c,d) = (aa,ba,ca,da), V(a,b,c,d) eR* 0eR es una

multiplicacion escalar en R*. Por lo tanto, la terna (SR“, @, o) es un espacio vectorial real. La
3

transformacion <e,e>:R* x R* >R, dada por:<p,q> = Zpiqi €R, es un producto vectorial interno en R*
i=0

y la norma asociada es:

1
pl=<P,a>2 = (p§+pF+p3+p3 )

Por lo tanto, la estructura Q=(‘R4, ®, ®, -,||.||) es un espacio vectorial normado el cual se llamara

Espacio Vectorial de Quaterniones y sus elementos Quaterniones [4]. Un Quaternion conjugado p € Q
de p = (a,b,c,d) esta definido por: p = (a,-b,-c,-d). Por otro lado, sea p(p, ¢) : Q—Q, peQ, entonces:

41 _
p(p, ) = PO =——e (pRG® p), Vp, q €Q (1)

Il

Dicha transformacion lineal es una rotacién la cual preserva el producto interno, la norma y el
angulo. Finalmente, las relaciones geométricas entre los Quaterniones y los componentes de las
rotaciones son las siguientes:

Po= |p | Cos? . pv= ] | Sin ow @
2 2

Aqui, 6eR es el angulo de la rotacién y weR’es el eje de la rotacion.

2.2 Algunas consideraciones sobre la rotacion variante del algebra de numeros
complejos.

Sobre el conjunto ®* se definen dos operaciones binarias® : RxRH>RT  y &
R2xR2—>R’mediante los cuales, las parejas (*}{2, @)y (SRZ,®) forman dos grupos, uno aditivo y otro
conmutativo multiplicativo, respectivamente. Las operaciones @ : RxR°>R? y ® : RExR°H>R? se
definen de la manera siguiente [5]:

i) (a,b) ® (a, B) = (a+o, b +B) 3)
ii) (a, b) ®(ct, B) = (-ac. + bB, ap + ba), V (a, b), (o,p) eR?
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Cabe sefialar que la operacion®: R2xR2>R? es no asociativa. Por otro lado, en R? se define
una operacion escalar e : RxR°->R? | un producto interno, esto es:<e, o> : R:xR°>RN y una norma | e|
T RSN y, por tanto, la estructura (9%2, @, ®, <o, o>, |e|) es un espacio vectorial normado y con
producto interno llamado el espacio vectorial de los numeros complejos. La transformacién lineal R2 :
R°>R* definida por:

1
R2(p,q)= M-r@q ; q €%’ fijo, (4)

es una rotaciéon llamada variante (p®q, es un complejo conjugado). Las relaciones entre los
componentes del complejos p R? y los componentes de la rotacién son las siguientes:

p ={p0, p1};p0 =-Cos 61 ; p1=-(£Senb1) (5)

3. Metodologia.

En esta seccion se presenta la metodologia por medio de la cual se modelara el robot paralelo
motivo de estudio. Esto es:

1) Se describe la arquitectura del robot.

2) Se modelan las configuraciones de analisis.
3) Se construyen las ecuaciones de posicion.
4) Se resuelven los modelos.

5) Se programan las ecuaciones.

6) Se visualizan los resultados.

4. Resultados.

En esta seccion se presenta el modelo del robot motivo de estudio en este articulo. En primer
lugar se describira el modelo desarrollado con el algebra de Quaterniones y, en segundo lugar, el
modelo sistematizado con la rotacién variante.

4.1 Modelaciéon del robot usando Quaterniones.

El robot motivo de estudio en este articulo, consta de 8 eslabones rigidos (incluyendo la tierra
del sistema T) y tres cadenas cinematicas cerradas independientes, como se muestra en la figura 1.
Cada cadena tiene un actuador y los eslabones se conectan por juntas rotacionales. El robot es de
3GDL vy sobre la plataforma PL mostrada en la figura 1, se localiza el punto pot llamado érgano
terminal el cual describira una trayectoria en el plano XY. Sobre las juntas del robot (posiciones 1,4 y
7) se localizan tres actuadores, uno por cada cadena, los cuales le daran movimiento al robot.

Para poder modelar la posicion del robot es necesario definir un sistema de ecuaciones de lazo
cerrado sobre la estructura del multicuerpo. Para ello, sobre los eslabones del sistema articulado se
definen vectores de posicion y sistemas locales, como se muestra en la figura 2. Las ecuaciones de
lazo son las siguientes:

1) Lo=Tp ol els,
2) Tgo = Tyo ®Lsy ®Lgs (6)
3) Toy =Tyo@Lg; ®Log
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Fig. 1 Arquitectura del robot.

0, en forma equivalente:

1) Lpy=To o€} ® I3 0}

2) Ty = Typ®lsseel @logeel o
3) Loy = [y @lgreey ®logeey’
Pues,

_ | _ I _ M _ W, _ v _ v
Loys=lee;, Lgp =l30ey , Lss =lss0€y ,Lgs =lese€y , Lgy =lg7e€y ,Lgg =loseey

En este articulo se usaran las relaciones geométricas siguientes, definidas sobre la plataforma
del robot:

Dados Tpog €97y apure 9 se encuentran, Ty, T, Lo €9 con las siguientes relaciones:

1) & = (r30x r3,0,y)= (Xpot,0 = Ipot, 3 €OSBhot , Ypot,0 = Ipot,3 S€NGpo)
2) h = ([_:’3,0,)( + I3,6 cos (gpot - ,Bpot) ’ [E?,O,y +I3,6 sen (gpot - ﬁpot)) (8)
3) b = (1—:3,0,x + I3,9 cos (Hpot + ,Bpot) s ]—é,O,y +I3,9 sen (Hpot + ﬁpot))

Aqui, BpteR Y PBpoteR son dos desplazamientos angulares, el primero define la orientacion de la
plataforma PL con respecto al eje X, y el segundo es un angulo constante medido entre dos aristas del
triangulo asociado con la plataforma, en tanto, Iy 3, lse, Ig,geiR+ son longitudes medidas sobre la
plataforma. Dichas relaciones se satisfacen a la inversa. Las rotaciones de la base canodnica sobre
cada una de los sistemas locales se pueden expresar por medio de la ecuacion (1). Por tanto, las
coordenadas de los puntos de las aristas de la plataforma se encuentran por medio de las expresiones
de la ecuacion (9).
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Fig. 2 Vectores de posicion y bases mdviles.

1) €y =p(p,e)=p®e;®p

2) e} =p(g,e)=q®e®q

3) ef =p(re)=reer

v - 9)

4) ey =p(s,e)=s®e ®s

5) ef =p(t e;)=t®e, Bt

6) e =p(u, e)=u®e,®u
Aqui, p,q,r s, t,u eR* son Quaterniones. Por tanto, las coordenadas de los puntos de las

aristas de la plataforma se encuentran a través de las expresiones siguientes:

1) I3y = h@|2,1’{p®g®§}@|3,z'{Q®%®a}

2) Top =Ty @lsae {r®e,;®r}@lsse {s®e ®s} (10)

3) b = h@|3y70{t®g®f}®|9,80{U®g®a}

En este articulo se usaran Quaterniones de norma unitaria, esto es:

2 2 2 2 2 2
Poo*+ps=1; Qo +qQ3"=1; ro+r"=1
2) s’ +s5°=1; tP+t=1; Ul +us®=1 (11)

—_
~

Por otro lado, las relaciones entre los angulos y ejes de rotacién con los parametros de los
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Quaterniones se describen a continuacion:

Po= J_rCos,m , &L=iSen67‘$,qo= iCosef2 ,qAL=J_rSen972$
ro=J_rC0373 ,r\,=iSen%3,so=iCos 974 sJ=iSen974$ (12)
t,=+ Cos 975 , ti\,:J_rSen%%,uo:iCos 976 , u7V=J_rSen976$

Aqui, 64, 02, 03, 84, 05, 65 SON angulos de rotacion de cada eslaboén (ver figura 3) que compone
la estructura articulada motivo de estudio y p,, es la parte vectorial del Quaternionp que representa el
eje de la rotacion.

Fig. 3 Angulos de rotacion.

4.1.1 Formulacion del problema cinematico inverso en la configuracion de referencia.
Considéreselasiguienteformulacion:

.
Dados T34, T'gg, Tgp 9t Do, Tyos Top eI, o1, I3, Isa los, a7, log Ise l30€9, Goore

encuentre: p = {po,0,0,p3}, @ ={q0,0,0,q3}, r = {ro,0,0,r}, s = {So, 0,0, S3}, t = {to, ,0,0, t3}, u = {uy, 0,0, usz}
tal que las expresiones (10) sean satisfechas y

p02 + p32 - 1, q02 + q32 — 1,. r02 + r32 — 1,. S02 + 332 — 1,. t02 + t32 =1 R U02 +U32 =1
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El problema cinematico inverso relacionado con el robot motivo de estudio, genera un sistema
de 12 ecuaciones no lineales con 12 incognitas.

4.2 Modelacion del robot usando la rotacién variante.

Para modelar el robot paralelo motivo de estudio utilizando la rotaciéon variante, se usaran las
mismas ecuaciones de lazo integradas por los vectores y las bases méviles mostradas en la figura 2.
Por lo tanto, las bases locales se pueden escribir en términos de la rotacion variante (4) de la manera
siguiente:

1) e} =R (p, ;)= p®e
2) ef =R.(q,€;)=9®
3) e =Ry (r, e)=r®

4) e =Ry (s, &)= s®e
5) ef =R, (t, e;)=t®e,

6) e =R, (u, e )=U®ey

(13)

Aqui, p,q,r, s, t,u eR? son nimeros complejos.Las ecuaciones de lazo se pueden escribir en
términos de la rotacion variante. Esto es:

1) 3o =T +hie{p®eq}+l30{q®e}
2) re = h +|5y4.{r®g}+|6,50{5®g} (14)
3) Ty =Tz +lgre {t®€1} +lgge {U® ey}

En este trabajo se utilizaran complejos de norma unitaria. Por lo tanto,

. 2 2 _ . 2 2
’ qO2 +Q1 _1, o +r12;1 (15)

Ademas, las relaciones geométricas entre las rotaciones y los parametros son:

1) p={po, P1}; Po =—Cos 61 ; p; =-(£Sendy)
2) q={qo, 91}; Qo =—Cos 0, ; q1 =-(£Senb,)
3) r={ro,r}; ro=—Cos0;; ry=-(+Senbs)
4) s={sp, S1}; So =—Cos 0, ; s1=-(+Senby)
5) t= {to, t1} N Cos 05; t1= -(i Sen 65)
6) u={up, Us}; Up=—Cosbe; u;=-(£Senbs)

(16)

4.2.1 Formulacion del problema cinematico inverso.

Considérese la formulacion siguiente:

Dados rg,o s re,o s Fg,o Eﬂi’?, 1_‘1,o s l_‘4,() s l_‘7,o 6972,/2,1, I32, Is4, le5 137, log Ipot3 136 1390€%, encuentre:p

={po, P}, 9=1{q0, q1}, r={ro 1}, S=1{so, S1}, t={to, t;}, u={uo, us}, tal que las expresiones (14) sean
satisfechas y,
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pepf=1 . al+ql=1
ro +r =1 , So +s,°=1
toz + t12 =1 , u" +us =1

El problema cinematico inverso relacionado con el robot motivo de estudio, genera un sistema
de 12 ecuaciones no lineales con 12 incognitas.

4.3 Programacion y simulacién.

La programacion y la simulacion de las ecuacionesse realizaron en la plataforma de calculo
formal Mathematica. A continuacién se presenta una parte del cédigo en Mathematicarelacionada con
la operacion de Quaterniones, el conjugado y la rotacion, esto es:

QMULTIP_,Q_J:={P[[1]] QI[1]]-P[[2]] QI[2]]-P[[3]] QII3]I-
PI[4]] QU411 PII11] QII21+PlI2]] QI[1]1+

PII3]] QI[4]]-P[[4]] QI3]I.PII1]] QII3]I-

PI21] QII47+PlI3]] QI[1]]+P[[4]] QII2]],

PI[1]] QII4]1+Pl[2]] QII3II-PI31T Ql[2]]+

PI[4]] QI[111}

QCONJ[P_]:={P[[1]].-PI[2]].-Pl[3]].-P[[4]]}

ROTIP_,Q_]:==QMULT[P,QMULT[Q,QCONJ[P]]]

Una parte de la programacion correspondiente almétodo de Newton Raphson, cuya biblioteca
se ejecuta con el comando FindRoot, es la siguiente:

f0 = N[rp1[[2]]];
f1 = N[rp1[[3]]];
g0 = N[RR1[[2]]+rp2[[2]]];
g1 = N[RR1[[3]]+rp2[[3]]];
h0 = N[RR2[[2]]+rp3[[2]]I;
h1 = N[RR2[[3]]+rp3[[3]]];

inc=5; inct=.125;
For[Theta = 0;t=0,t<=1, Theta += inc;t+=inct,
px=SO[[1]]+(ST[[1]]-SO[[1]])"t;
py=SO[[2]]+(ST[[2]]-SO[[2]])"t;
puntop[i]={px,py, Theta};

p1x = N[ px - L3*Cos[Theta Degree]];
p1y = N[ py - L3*Sin[Theta Degree]];
p2x = N[ p1x + L4*Cos[(Theta-30) Degree]];
p2y = N[ p1y + L4*Sin[(Theta-30) Degree]];
p3x = N[ p1x + L5*Cos[(Theta+30) Degree]];
p3y = N[ p1y + L5*Sin[(Theta+30) Degree]];

solucion1[i]=FindRoot[{f0 == p1x,
f1==pty,
pO"2 + p3h2==1,
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qor2 + q3M2==1},
{p0.ip0},{p3,ip3},
{q0,iq0},{q3,iq3},

Maxlterations->50];

La salida grafica del robot se muestra en la figura 4.

20

Fig. 4Salida grafica del robot.

5. Conclusiones.

En este articulo se ha modelado un robot paralelo planar, tipo RRR, de 3GDL usando algebra

hipercompleja. Los modelos fueron programados en el paquete de calculo formal Mathematica. Las
conclusiones derivadas de este trabajo se resumen en los puntos siguientes:

El problema de la cinematica inversa gener6 un sistema de 12 ecuaciones no lineales con 12
incognitas de tipo polinomial, tanto para el modelo con Quaterniones como para el modelo
generado con la rotacién variante de los niumeros complejos.

El proceso de modelaciéon usando la rotacion variante de complejos y los Quaterniones es
similar, esto es, las ecuaciones de lazo se construyen siguiendo los mismos pasos.

Las posiciones del robot obtenidas con Quaterniones son equivalentes a las posiciones
obtenidas con la rotacion variante de nimeros complejos.

El algebra hipercompleja es util para modelar las rotaciones de los eslabones y permite
construir los modelos del robot en forma clara y sistematica.

Mathematica es un software de calculo formal y es util y practico para programar los modelos
del robot. La biblioteca relacionada con el método del Newton Rapshon simplifica los
procedimientos y optimiza el tiempo en la solucion de los sistemas de ecuaciones no lineales.
Los modelos del robot desarrollados en este articulo pueden ser usados para el disefio de
sistemas mecatrénicos, en este caso para modelar la cinematica y la dinamica de
multicuerposrigidos.

10
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